La condition “intégralement clos” III: Sur les ordres maximaux au sens d'Asano non nécessairement réguliers  by Maury, G
JOURNAL OF ALGEBRA 25, 522-533 (1973) 
La Condition “lnt4gralement Clos” III: 
Sur les Ordres Maximaux au Sens d’Asano 
Non Necessairement RCguliers 
G. MAURY 
Universitk Cl. Bernard, U.E.R. de MathLmatiques, 43 Boulevard du 
II Novembre 1918, Villeurbanne, 69, France 
Communicated by J. Dieudonne’ 
Asano a deiini et CtudiC la notion d’ordre maximal dans un anneau dans les 
memoires [l] et [2]. Dans le memoire [5] nous avons montre comment la 
theorie de Lesieur-Croisot permettait de faire avancer la theorie des ordres 
maximaux rLgu&rs noetheriens a gauche [(‘regulier” au sens d’ilsano [l]; 
on dit aussi “borne”]. Dans le memoire [6] nous introduisons la notion de 
localisation bilatere et nous l’appliquons a l’etude des anneaux, sans diviseurs 
de zero, noetheriens a droite et a gauche, ordres maximaux Gguliers de leur 
corps des fractions. Dans la premiere partie de cet article nous Ctudions les 
localisations bilateres dans un anneau 0, sans diviseurs de zero, noetherien a 
droite et a gauche, ordre maximal non nhessairement rkgulier de son corps des 
fractions, dont les 0-ideaux forment un groupe pour la multiplication des 
0-ideaux (domaines d’Asano noetheriens). Dans la deuxieme partie nous 
appliquons la theorie de Lesieur et Croisot a l’etude d’un anneau 0, sans 
diviseurs de zero, noetherien a droite et a gauche, ordre maximal non ne’ces- 
sairement rkgulier de son corps des fractions. Les principaux resultats de cette 
derniere partie avaient CtC resumes dans une Note aux Comptes Rendus de 
I’AcadCmie des Sciences de Paris [7]. U n anneau noetherien a droite et a 
gauche sera dit “noethtrien” dans la suite. 
11 m’a CtC signal& que les localisations dans les ordres d’Asano ont CtC 
CtudiCes trks rkcemment par Hajarnavis et Lenagan (localisations in Asano 
Orders, J. Algebra, a paraitre). Mais les localisations utilisees par ces auteurs 
sont differentes de celles que j’utilise et leurs resultats sont differents. 
1. LOCALISATIONS BILAT~RES DANS LES DOMAINES D’ASANO NOETH~RIENS, 
NON COMMUTATIFS, NON N~CESSAIREMENT RBGULIER~ 
Nous appelons domaine d’dsano noetherien non commutatif un anneau 0 
sans diviseurs de zero, noetherien, ordre maximal non necessairement 
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regulier de son corps des fractions K, tels que les 0-ideaux forment un 
groupe pour la multiplication des 0-ideaux. On trouvera la definition dun 
O-ideal ainsi que les definitions de base sur les ordres en [l, $11. Asano 
[I, Satz 2,8] a Ctabli que 0, anneau saris diviseurs de zero, noetherien, de son 
corps des fractions K est un domaine d’ilsano si et seulement si: 
(I) tout ideal premier non nul est maximal (en tant qu’ideal bilatere), 
(2) tout ideal premier non nul contient un ideal bilatere non nul maximal 
dans sa classe relativement a l’equivalence d’Artin, 
(3) 0 est un ordre maximal de K. 
Dans la suite on dira ideal pour ideal bilatere. 
On rappelle que tout ideal de 0 est produit d’ideaux premiers de 0 en 
nombre fini [l, Satz 24. 
En [6] nous avons defini une localisation bilatere de 0: Soit 9 une famille 
d’ideaux bilateres de 0 non nuls telle que n, n’ E 5” implique nn’ E F, soit 
9 la famille des ideaux a gauche de 0 contenant un ideal appartenant a F, 
d’aprb [6, I, I] F est topologisante et idempotente. F est mCme une famille 
plate [3] car d’apres le theoreme (1,5) de Robson [l l] tout ideal est projectif 
en tant que O-module a gauche et en tant que O-module a droite et on peut 
appliquer le Corollaire 3,7 page 111 de Hacque [3]. On note OF le localise 
de Gabriel de 0 selon 9, appele aussi localisation bilathre de 0 selon 9. De 
m&me la famille 9 des ideaux a droite de 0 contenant un ideal bilatere 
appartenant a F est une famille topologisante et idempotente et plate 
d’ideaux Q droite. Le localise de Gabriel de 0 selon 9 est note 9O et est 
appele aussi localisation bilatere de 0 selon 9. 9’ est appelee la base de 
F (resp. de 9). 
O,- (resp. 90) est l’enveloppe 9-injective du O-module a gauche 0 (resp. 
du O-module a droite 0): c’est un sous-anneau de K contenant 0 [6, I, 31. 
On note aussi 0, = O~~etgO=~~0.0na09~={x~K~3n~F’, 
nx C 0}, 9%’ 0 =={x~K~3n~~‘,xnCO}. 
PROPOSITION I. OFT = ,-to et 0,~ est un ordre de K. 
D.6monstration. Rappelons que si m est un O-module a gauche et si X 
appartient Q 0, hut C 0 implique mX C 0 : OX0 est un O-ideal entier h # 0 
(dans le cas h = 0 le resultat est evident). Des lors hm C 0 Cquivaut a 
OhOmh 5 OX C OX0 et mX C OX0 . - Oh0 = 0 puisque 0 est un ordre 
maximal. Des lors n E F’, nx C 0, x E K, implique nOx C 0 et Oxn C 0 et 
reciproquement. 
Rappelons que K est un O-module a droite plat et un O-module B gauche 
plat. Les families F et ?J &ant plates, OF, = F,O est un O-module a 
gauche plat et un O-module a droite plat: db lors l’inclusion canonique 
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0 -+ 0,~ est un Cpimorphisme d’anneau plat des deux c&es [8, Lemme 4,2 
p. 571; on remarque que l’inclusion canonique 0 -+ K est un tpimorphisme 
d’anneaux). 
Soit Q un O-ideal, on pose a9 = as, = {x E K [ 3n ES’, nx La}, 
sa =9Fa =(x~KI3n~9’,x,_Ca}. 
LEivrME 2. On a a~’ = g~,a = Oga = ~30~ = OFaOF. 
Dimonstration. nx C a implique x E n-la et reciproquement, comme 
n-la = an-l, x E as* Cquivaut a x 6 spa et ass, = Sr*a. Par ailleurs x E n-la 
implique x E Opa car l’on a n-l _C 0, . Reciproquement si x appartient a 
OFa, on a x = Cz, x,ai , xi E 0, , ai E a, i = l,..., n. I1 existe ni E 9’ avec 
nix, _C 0 et si n = J& n,,onanxiCOetnxCadoncxEa9F,. 
DCsignons par FO’ la famille des ideaux biladres non nuls de 0 et par 9s 
(resp. G,,) la famille des ideaux a gauche de 0 (resp. B droite de 0) contenant 
un ideal appartenant a so’ : gs et g0 sont bilateres et l’on note 09,~ = 
fl0,O = K’. 11 est immediat que K’ est la plus grande localisation bilatltre de 0. 
LEMME 3. (x E K’) kquivaut d: (0x0 est un 0-idkal), si x # 0. 
Dkmonstration. Si 0x0 est un O-ideal il existe h E 0 non nul tel que 
hOx0 C 0 done O/\OOxO _C 0 et Oh0 est un ideal non nul et x appartient a 
K’. Reciproquement si x appartient B K’, on a nx C 0 et xttt C 0, oh n et m 
sont des ideaux non nuls de 0 et 0x0 est un O-ideal. 
PROPOSITION 4. Soit 9 une famille biladre de base 9’ d’idt+aux h gauche de 
0. Soit (FO> la famille des idkaux b gauche de 0, contenant un idial non nul de 
0,. On a (OF)c~8c,) = OF, = K’. 
Dkmonstration. Le resultat pourrait se dtduire d’un resultat de Raynaud 
[9, Prop. 1,4]. Faisons une demonstration directe. On a vu plus haut que 
l’inclusion canonique de 0 dans 09 est un epimorphisme plat d’anneau. 
D’aprCs Silver [13] 0, est noetherien et (ga) est une famille topologisante 
et idempotente d’ideaux Q gauche de 0,. On a (Os)(FO> = {x E K 1 3ccP 
ideal bilatere non nul de 0, tel que &x C 0,). Mais si l’on pose & n 0 = a, 
d’aprbs Silver [ 131, a est un ideal bilatbre non nul de 0 et &’ = O$a = a0, . 
Ainsi x E (OF)(F,> entraine ax E 0, et 0 &ant noetherien il existe n E 9 
tel que nax _C 0 de sorte que x appartient a Ofl, . Reciproquement si x 
appartient a 0~~) il existe a ideal non nul de 0 tel que ax C 0 done 
ORax _C OS et comme Osa = aOF (Lemme 2) est un ideal non nul de 09 , 
on en deduit x E (O~)C~,, . 
Remarque 5. On Ctablirait de m&me l’egalite (grO>(Os) = K’ en notant 
(YO) la famille des ideaux a droite de 0, qui contiennent un ideal bilatere non 
nul de OF. 
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LEMME 6. Soit E, un ideal premier non nul de 0 et soit P une famille non vide 
d’ideauxpremiers non nuls de 0. Les anneaux 0, = {x E K 1 3s $ lj, sOx C 0} et 
Op = (x E K 1 3tt ideal bilatere de 0, n !$ Ij, VE) E P, tel que nx C 0) sont des 
localisations bilatkres de 0 [6, I 4bis]. 
Asano [I] avait CtudiC les anneaux 0, et Op . 
PROPOSITION 7. (x E K’) equivaut a (OFxOF est un OF-ideal), si x # 0. 
Demonstration. Soit x E K’. 11 existe des ideaux biladres non nuls XJ’ et 33 
de 09 tels que LZZX L 09 et x97 C 09 (Proposition 4 et Remarque 5); d&s 
lors il existe des elements non nuls de OF X et p tels que X0,x0, C OF et 
o,xo,p c OF. Reciproquement soient h et TV des elements non nuls de K 
tels que X0,-x09 C 09 et 09xOFt~ C 0,; on peut supposer X et TV dans 
O,- et OFFhOF = 32 et O,~LO, = g sont des ideaux non nuls de OF tels 
que &x C 0,~ et xL3 C 09 et ceci prouve que x appartient a (OF),,O, = K’. 
PROPOSITION 8. Soient &’ un Op-ideal, alors on a d = 0,a = a0, ok 
a est un O-ideal. 
Demonstration. Si &’ est contenu dans OF le resultat a dejg CtC demontr6. 
Si & n’est pas contenu dans 0, , on peut trouver X E OF tel que Xd C OF . 
Soit TV Ed n 09, p # 0, XOT~LO~ C 09 et ceci prouve h E K’ done que 
OFA est un OT-ideal note 93 et %zf L 0, . Si l’on pose b = 97 n 0, 
on a 096 = 609 = 9? et b-lOF = OFb-l est un OT-ideal. On a 9&f = V, 
avec V = Oyc = CO, avec c = F? CT 0 et O,b-lb& = b-ic09 = OFb-lc 
done J&’ = b-lc0, = cb-lOF . 
PROPOSITION 9. Les OS-ideaux forment un groupe homomorphe au groupe 
des 0-ideaux. 
Demonstration. &9Y = 09ab0, = 0,ab = ab09: l’application 
a H d = 0,a = aO% applique le groupe des 0-ideaux sur le demigroupe 
des 09 ideaux (Proposition 8) et cette application est un homomorphisme de 
demigroupe. 
COROLLAIRE 10. 0, est un ordre maximal de K. 
LEMME 11. Soit a un ideal de 0 non nul. Alors on a a9 = OF si et 
seulement si a appartient a 9’. 
Demonstration. Si n E 9’ est contenu dans a, on a nn-1 _C a0, et 
O~=aOF=aag. Reciproquement a9 = OF entraine n ’ 1 C a. 
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LEMME 12. Soit S un sowanneau de K’ contenant 0 (on d&a un. 0-anneau 
dam la suite). Si S n’est pas contenu dam 0, , Ij premier non nul, S contient t)-I. 
Dkmonstration. Soit c un Clement de S n’appartenant pas B 0,: Qs 6 h on a 
SOC g 0. On a OcO + 0 = ~2 est un O-ideal (Lemme 3) contenant 0 et 
d-l _C 0. Posons n = d-‘-l. Supposons qu’il existe s 6 b, tel que s E n. On en 
deduirait (&‘-1)-r = ,r4, son-1 _C nn-1 _C 0 et n-r 2 Ob et c E 00 contraire- 
ment a l’hypothbe. On a done n _C h et S > n-r > h-l. 
PROPOSITION 13. Soit Ij un idbalpremier non nul de 0, 0, est un 0-anneau 
maximal et tout 0-anneau non &gal ci K’ est contenu dam un telO6 . 
D6monstration. Soit SI 00 et S # K’, S designant un 0-anneau. 
D’aprb le Lemme 12, S contient 4-l done S contient I$’ = O&l = b-rob, 
done S contient toutes les puissances de hb . Or les se& Ob-ideaux sont les 
puissances de he [se servir de la Proposition 9 et du Lemme Ill. Tout 
Clement de K’ est contenu dans un O,-ideal (Proposition 7) done appartient 
a S, ce qui est impossible et 0, est un 0-anneau maximal. Tout 0-anneau S 
de K’ est contenu dans un certain 0, (S # K’), Ij premier non nul, car sinon 
d’apres le Lemme 12, S contient tous les h-l done tous le 0-idtaux et l’on a 
S = K’ contrairement a l’hypothbe. 
PROPOSITION 14. Un 0-anneau distinct de K’ cokcide avec un 0, , P 
dhgnant une famille d’idiaux premiers de 0 non nuls. 
Dkmonstration. Soit P l’ensemble de tous les ideaux premiers non nuls h 
tels que Ob 2 S. Demontrons que 0, = S. On a deja 0, = UbeP 002 S. 
Si S est distinct de 0, il existe un Clement a contenu dans 0, et non dans S. 
Soit done &’ = 0 + OaO, on a 0,1& 10 et &02-l _C 0. On peut Ccrire 
d-1 = a, ..* a, ) cl< , i = I,...) 1 designant un ideal premier de 0 non nul. 
Puisque &zZ = a;l .*. a;l n’est pas contenu dans S, il existe un a;’ par 
exemple a;l non contenu dans S. Par ailleurs a;’ est contenu dans &’ done 
dans 0, done dans 00 , h E P. On deduit de a;’ g Oal que a, n’appartient pas 
a P. On a done S e OaI et d’aprks le Lemme 12 S > a;l et il y  a contradiction. 
On a done 0, = S. 
COROLLAIRE 15. Les localisations biladres de 0 distinctes de K’ sent les 
anneaux nasp 0, 0% P dhigne une famille non wide quelconque d’idkaux premiers 
non nuls de 0. Ce sont des ordres maximaux de K. 
Les rCsultats precedents sont en accord avec ceux de Asano [I], lorsque 0 
est un domaine d’Asano ordre regulier de K (dans ce cas on a K’ = K) et plus 
generalement avec ceux de Maury [6] lorsque 0 est un ordre maximal 
regulier noetherien de son corps des fractions K, (mais non necessairement 
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un domaine d’Asano). Donnons en complement du memoire [6] le resultat 
suivant qui sort du cadre de ce premier paragraphe. 
PROPOSITION 16. Soit R un anneau, suns diviseurs de ze’ro, noeth&m, ordre 
maximal rt!gulier de son corps des fractions K, mais qui n’est pas un domaine 
d’Asano. Soit Ij un idial premier de R. On a R, = nsEa Rg, ou Q est la famille 
des ide’aux premiers minimaux contenus dans Ij. 
De’monstration. D’apres la demonstration duThCoreme (1,26) de [6], R, est 
r)sEo R, oh Q designe I’ensemble des ideaux premiers minimaux g de R tels 
que R, Z R, . 11 suffira de demontrer que R, I RI, Cquivaut B lj Z g. 11 est 
evident que l$Z g entraine R, 3_ Ro (sRx C R, x E K, s 6 h implique sRx C R 
avec s 6 g). Soit maintenant R, C Ii,, demontrons h 3_ g. Si ce n’etait pas 
vrai on aurait dans g un element n’appartenant pas a h: soit s E g et s $6. On 
aurait alors sR1 C g et gr, = R, . Par ailleurs nous pouvons Ccrire (gR,) = 
(gR, n R,) I (gR, r\ R$J (gR$ = go (d’aprb I, 17 de [6] et (gR,) 2 R, 
done I E (gR,) et (gR,) = R, ce qui est impossible. On tombe sur une 
contradiction et par suite h contient g. On note par exemple (g) la cloture 
de g (cf. M). 
II. DECOMPOSITION D’UN IDEAL A GAUCHE PRINCIPAL DANS 
UN ANNEAU, NOETH~RIEN, SANS DIVISEURS DE 22.~0, 
ORDRE MAXIMAL NON N~CESSAIREMENT RBGULIER 
DE SON CORPS DES FRACTIONS 
Soit 0 un anneau noetherien, sans diviseurs de zero, ordre maximal non 
necessairement regulier de son corps des fractions K. (0 n’est pas necessaire- 
ment un domaine d’dsano). On suppose 0 distinct de K. Designons par (f) 
le treillis des 0-ideaux bilateres (on dira brievement dans la suite des 
0-ideaux), auxquels on rajoute (0), par (L) treillis des 0-ideaux 2 gauche 
auquel on rajoute (0), par (f’) le treillis des 0-ideaux bilateres compris dans 
0 auxquels on rajoute (0) (c’est-a-dire le treillis des ideaux (bilatkes) de 0), 
par (L’) le treillis des 0-ideaux a gauche compris dans 0 auxquels on rajoute 
(0) (c’est-a-dire ici le treillis des ideaux a gauche de 0). Nous noterons les 
elements de (f) par des majuscules de ronde d, .%,..., les elements de (L) par 
des majuscules d’imprimerie X, Y,... 
Notons 99 l’equivalence d’ilrtin dans (I,): 
x~Yoo.‘x=o.‘Y 
en notant 0 . . X = {x E K 1 Xx C 01. 
On remarque que (0) est le seul representant de sa classe d’equivalence car 
XC%‘(O) entraine XK C 0, soit x E X, x # 0, on a xK C 0 et KC x-10, 
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K = x-10, xF2 = x-9, h E 0, x-l = h done X = 0 et K = 0 ce qui est 
impossible. 
Si X E (L) est non nul, on sait [5, Proposition II,1 p. 881 que 
xx= 0-.(0:x) 
est maximal dans sa classe. C’est encore vrai si X = (0) car l’on a 0 * . K = (0). 
Notons W’ l’kquivalence d’ilrtin dans (f): &Zg o 0 . * & = 0 . . g. On 
sait (cf. [5]) que 0 . ’ & = 0 * . & pour &’ E (f). La classe de (0) n’a que 
(0) pour reprksentant. 
On note (X> la classe de X modulo W et ((&>> la classe de ~2 modulo B’; 
Soient ((0) = {<X>, XE (L)l, (<L’)) = l(X), XE (L’)), (<f>) = &Q; 
Jzz E (f)>> (<f’>) = K--ch Ji! E f’>* 
On peut munir ({L)) d’une union (u) par 
x, y E CL), <m <u> <Y) = <x u y> 
il suffit de vhifier que la relation B’ est compatible avec l’union de (L): 
Soit X,?%X on a (X U Y)%(X, U Y) car on peut Ccrire: 
O.~(XuY)=(O.*X)n(O.~Y) 
= (0. * X,) n (0. - Y) = 0. - (xl u Y). 
On peut munir ((L>) d’une relation d’ordre < par: 
x, YE(L), (X} < (Y) 0 (X> (u} (Y) = (Y> + xx c YX. 
Dans (CL)) existe alors une intersection <n) dkfinie par: 
<a <y> E (G)), <X> (n) (Y> = (Xx n Yx) 
et XX n YX est maximum dans sa classe: La dkmonstration se fait comme a la 
Proposition II,3 p. 39 de [5]. 
((f)) peut &tre muni d’une union (u): 
<-=a <a>> E l(f)), Cd>> <u> <<a> = <<-Qz u m 
d’une intersection ((&>> <n) <g>> = ((zzZx n ax>>, d’un produit 
<(JG . @>> = @fm> 
d’une relation d’ordre <. 
On sait que ((f>) - {<<(O)>>} est un groupe r&iculC [l, Sat2 2,1]. 
On peut munir ((L)) d’un produit par des ClCments de ((f>) en posant: 
<(Jo E (<f>h <x> E C(L)), o)<X) = <-Qlx>. 
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En effet d’abord si .zZ ou X est nul, &X est nul; si & et X ne sont pas nuls on 
verifie saris peine que &‘X est un O-ideal B gauche. Ensuite on verifie que 
(&X) ne depend pas des representants particuliers choisis dans les classes 
((&>> et (X): c’est immediat lorsque ((-Fe>> ou (X) est nul. Lorsque ((J&‘>> et 
(X) ne sont pas nuls, la demonstration est celle faite a la page 90 de [5]. Ce 
produit posdde les proprietes suivantes: 
(Cl) ww<x> w> W>) = Cd>> cx> P> wxn 
v<m E ((f>), cm, (0 E (CL)). 
(C,) (W>> w> <(m)<x> = <-@xx> w> GwX>J 
V<JoJ <g’>> E (<f>h vc-0 6 (<L))* 
(G) (of>> . <~B))W) = <~>>(eQm). 
G> <O>(X) = xx> V(X) E (W)- 
(C,) Pour tout couple d’elements de ((L’))(X) et (Y), il existe au 
moins un t-02) E (<f’>>) tel que <d>>(Y) < (X) et l’ensemble des ((-Qz>> 
ayant cette propriete possede un element maximum note (X) . . (Y) appele 
residue1 a gauche de (X) par (Y). 
(C,) Pour tout couple ((&>> E ((f’}), (X) E ((L’)), il existe au moins un 
(Y) E ((L’)) tel que ((d>>(Y) < (X) et l’ensemble des (Y) possedant cette 
propriM possede un Clement maximum note (X) . . ((&‘9)) et appele residue1 a 
droite de (X) par ((A”>. 
La demonstration de (C,), (C,), (C,), (CT,) s’obtient en prenant des 
representants dans les classes. On est ramene aux m&mes formules mais (f) 
et (L) remplacent respectivement ((f)) et ((L)). 
Demontrons (C,): Si (X) = ((0)), (Y) # ((0)), on prend ((&‘>> = (((0))) 
et i-0 . . (0 = 4X0)>. Si (X> = (CO)), (0 = (GO), on a 
(X>. . m = (0)). 
Si (X) et (Y) ne sont pas nuls, considerons ~2 = {x E 0, XY C XX}, X et Y 
designant des representants dans les classes (X} et (Y) respectivement, on a 
zJY C Xx d’oh (&Y> < (X) et <(Se>>(Y) < (X). Reciproquement si 
<d’>( Y} < (X), on a MY c Xx et ~2’ _C JZZ’ d’oh ((zZ’>> < ((&>. 
Demontrons (C,): Si X = (0), & # (0), on a (X) . . ((&>> = ((0)); si 
X = (0) et ~2 = (0) on a (X) . ’ ((&4)) = (0). Si ((JQ et <X) ne sont pas 
nuls, on considere Y = {x E 0, &x C XXI, Y contient X, on a &‘Y C XX, 
Y est un O-ideal a gauche et <(&e>>(Y) < (X). Si (Y’} est tel que 
<(,oZ>(Y’) < (X) on en deduit GZ?Y’ C Xx et Y’ C Yet (Y’) < (Y). 
Les ensembles ((f’)) et (<I,‘)) verifient les axiomes A, II, C, D de la theorie 
de Lesieur et Croisot [4] pages 81 et 82 ((L’) et (f’) verifient la condition de 
&/z5/3-9 
530 MAURY 
chaine ascendante, 0 &ant noethbrien). Now allons done pouvoir appliquer 
les r&&tats de cette theorie. Introduisons d’abord la definition suivante: 
DEFINITION. Un ideal B gauche de 0 sera dit born6 s’il contient un ideal 
biladre non nul. Une classe (X), (X> E ((L’)) sera dite born&e si (X) * . (0) 
est non nul: “(X) bornee” Cquivaut a” Xx contient &, SA? non nul, ~2 E (f’)“. 
LEMME 1. Soit ((9’) une classepremihe non nulle de ((f’)), <9>> # CO)), 
I’Ument maximum 9x de ((.9’“>> est un idkal premier minimal non nul de 0 et 
<(y> < W>>, W’4)) E ((f’>h W’>> f CO> impWe 09 = CO. R4ro- 
quement si8 est un id&al bilathepremier non nul de 0, avec ((92 # CO)), ((P’>> 
est un t%fment premier de ((f’)) et B est maximum dans sa classe. 
Dhmonstration. “&a _C W, & et L@ E (f’)” implique 
done ((~8) ou ((a’>> < ((9’>> done &’ ou a _C 9x. On sait que les elements 
premiers de ((f’}) - l<(O)>>} sont maximaux dans ((f’)) (cf. [2, p. 111). 
Soit maintenant B un ideal premier non nul de 0, et soit cd>> = ((P’>>, 
on sait qu’il existe &!, V E (f’), <@‘>> = ((V>> = ((0)) tels que &YJ = 
V.9 < 9 [2, p. 131 done, puisque I’on a % g B (% _CB entramerait 
((@!>> = ((9Q = ((O)), on a ~2 _C B et 9 est bien maximum dans sa classe. 
Soit alors ((&>, ((9) E ((7’)) et ((&>>((@ < ((9) on en deduit &g _C B 
puisque B est maximum dans sa classe et A? ou B est contenu dans B done 
~~Cou~)_Cet((~~C((8))ou~~))C((8)). 
THI~OR~ME 2. Tout Gment borne’ (X), (X) E ((L’)), (X} # (0), est 
intersection d’un nombre jini de classes secondaires dont les radicaux sont les 
classes d’idkaux premiers minimaux non nuls de 0. 
Dimonstration. Dans Yenonce les termes ‘kecondaire” et “radical”, 
“reduit”, s’entendent au sens de la theorie de Lesieur et Croisot [4]. L’ClCment 
(X) est intersection d’un nombre fini d’elements (X,}, <g&primaux 
d’apres Ie ThCoreme (4,2) de [4]. <(pi>> est le residue1 A gauche propre 
maximum de (Xi) ([4] Theorkme 4,l). I1 est premier d’apres la proposition 
(2,l) de [4] et non nul car <(pi>> = (X,} ’ . <Y), (Y) E ((L’)) et l’on a 
(Y) < (0) done (X) * . (0) < (Xi) ‘. (0) < ((gi>>. Pour Ctablir que 
<Xi) est secondaire il suffit d’etablir que (<pi>> est son unique residue1 B 
gauche propre premier et que c’est un Clement premier minimal contenant 
<Xi> ’ . {O) (Theo&me 6-l de [4]). Tout residue1 a gauche propre premier 
Cd>> de GW est tel que (X> . . (0) < <-QI>> < ((92 done <a>> = ((92 
puisque l’on a <(Y& # ((O)), <(Pi>> Ctant propre (Lemme 1). Soit maintenant 
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((a’>> un Clement premier tel que (Xi). . (0) < ((.!Z@‘>> < ((4pi)>. On 
deduit ((a’>> = ((pi>>, ((g8)) premier non nul (Lemme 1). Ainsi (Xi> est 
((g&secondaire. 
LEMME 3. Soit (Q) un &ment ((8))-primaive, ((P:>> # (((0))) et 
((P> # ((O)), l’&ment Q” est Bx-primaire et BX est un i&alpremier minimal 
non nul de 0. 
Dt?monstration. Soit s32X < QX, X g Qx, X ideal a gauche, & ideal bilatere 
de 0. On a C-@‘XX> G CQ>, GO 4 <Q> d one il existe d’apres la definition 
d’un Clement de ((L’)) primaire [4, p. 961 un entier positif K tel que 
((&>k<O) < (Q) done J@O C Qx et Q” est bien primaire. Soit JZCO C QX, 
pour m entier naturel, on a ((Jz!~))~ < (Q) . . (0) et ((&>> < ((.p>> done 
G! C BX et par ailleurs ((9Bk < (Q) . . (0) et Fr C Qx ce qui prouve que 
Bx est le radical de Q”. 
LEMME 4. Soit (Q) E ((L’)), ((~2) E ((f’)), 2 2 ‘e’ tment maximal de la classe 
(Q).‘((&>>estQx.‘&‘x=Q~.*&. 
De’monstration. On sait: (Y) = (Q) . . ((AZ>> avec Y = QX . ’ &X par 
definition m&me de (Y) ( voir ci-dessus). On a &‘XY C &xYx C (&XYx)x CQX 
etYXCQX: dx = Y done Y = Yx. On aurait pu utiliser d au lieu de &x. 
LEMME 5. Soit (Q) un e’lkment secondaire duns ((L’)), alorsQx est secondaire 
duns (L’) . 
DCmonstration. En effet soit &Fax C QX avec X e Qx on en deduit 
CQQ(X> G <Q> et GO $ (9) d one il existe ((Zd>> E ((f’}) tel que 
(Q) . . ((Zi>> = <Q) et des entiers positifs ki , i = 0, l,..., n tels que 
done &‘leCZrx . .. &kn-~~~X c QX et QX . . Zix = QX d’apres le Lemme 4 
ainsi QX est bien secondaire. 
LEMME 6. Tout e’lkment (Q) secondaire de ((L’)) vth..e la condition (Pa): 
(PA <-a E ((f’>), (8) E (G’)), (Q> . . <d>> > (Q> 
et 
(<Q> . . OQ) <n> lx> < <Q> * <X> < (8). 
DtSmonstration. De (Q) . * ((&> > (Qj on deduit Qx . . ~0 1 Qx 
(Lemme 4). De ((Q) . . ((A?‘>>) (n) (X) < (Q) on deduit, QX . * &‘x Ctant 
maximum dans sa classe (Lemme 4) (Qx . . ,cPx) n Xx c Qx. D’apres le 
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Lemme 5, Qx est secondaire done tertiaire dans (L’). Or (L’) &ant modulaire 
Qx verifie la propritte de la Proposition (7,2) de [4]. 
QX .*~3’3&X et (Q”:.B)nXCQX, @E (f’h 
implique X C Qx. On a done ici XX _C QX et (X) < (Q). C.Q.F.D. 
LEMME 7. Tout element de ((f’}) est ((L’))-principaZ[4, p. 1071. 
Demonstration. I1 faut montrer que pour ((-Qz> E ((f’}), (X) et 
e-0 E (<L’)), w> d w>w . PI 9 rm i ue I’existence d’un Clement (X> de 
((L’)) tel que (X) < (B) et (X’} = ((&>(X>. Or si <d>> = (((0))) on 
prend (X) = (B), si ((Se> est non nul on prend (X) = ((&>-l(X); on 
verifie (X) < (B) et (X’) = <zI>>(X). 
LEMME 8. Tout e’lement borne’ (X>, (X) E ((L’)) est intersection d’un 
nombrefini d’elements ((.Y&primaires (X,), ((9’i>> f (((O))), i = I,..., n. 
Demonstration. En effet (X> = (n~~r)(XJ, (Xi> Ctant ((p&secondaire 
ttY2 # <(O)>, i = I,..., n, d’aprb le ThCortme 2. D’apres le Lemme 6 
(Xi) verifie la condition (Pa). On raisonne alors comme au Thtoreme (7,l) de 
[4] oti il est prouve que tout Clement verifiant la condition (Pa) est primaire 
lorsque tout Clement de (f’) est union d’elements (L’)-principaux et cela SOUS 
les conditions A, B, C, D pour les ensembles (f’) et (L’). 
THBORBME 9. Soit a un &%mt non inversible, non nul de 0, tel que Oa 
contienne un ideal bilatere non nul; Oa est intersection d’un nombre finid’ideaux d 
gauche Xi , Bi-primaire, i = I,..., n, dont les radicaux 9, sont des ideaux 
premiers non nuls minimaux. 
Demonstration. On montre facilement que (0a)X = Oa. D’apres le 
Lemme 8 (Oa) = (fi~=r)(Xi), (X,)<g&-primaire, i = I,..., n car (0~) 
est borne. La classe (n&>(Xi) a pour Clement maximum fiyS1 Xix 
[definition de l’intersection dans ((L’))] done 
or d’apres le Lemme 3 Xix est pi-primaire, pi designant un ideal premier 
minimal non nul de 0. 
REMARQUES 
1. Dans le cas oh 0 est un ordre maximal regulier de K, tout ideal a gauche 
Oa, a # 0, a non inversible, contient un ideal bilatere non nul et on retrouve 
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le ThCorkme II,8 page 96 de [5]. D’ailleurs le m&moire [S] traitait d’un ordre 
maximal rbgulier 0 noethkrien dans un anneau S, 0 pouvant p&enter des 
diviseurs de z&o, Riley [lo] avait d’ailleurs trait6 le cas encore plus particulier 
d’un ordre maximal (rkgulier) dans une algkbre centrale simple. 
2. Profitons de l’occasion pour signaler que la dkmonstration de la 
Proposition II,5 page 90 de [5] n’est pas convaincante; nous ignorons si la 
proposition est vraie ou fausse mais elle ne sert pas dans la suite. 
3. Ce qui prCc&de fait l’objet d’une Note aux Comptes Rendus, le Lemme 8 
ci-dessus y faisait l’objet d’une dkmonstration par trop elliptique [7, Proposi- 
tion 11. 
4. Donnons un exemple dQ a Robson [12, Exemple 6,1] d’un domaine 
d’Asano non rkgulier, noethirien (cet exemple est repris par Hajarnavis et 
Lenagan, localisations in Asano Orders): 
Soit R un anneau, saris diviseurs de z&o, noethkrien, simple, mais qui n’est 
pas un corps gauche. Soit Q son corps des fractions. Soit x une inconnue 
cornmutant avec les ClCments de R. Alors R[x] est un domaine d’bsano, 
noethkrien, de corps des fractions Q(x) et n’est pas rkgulier. De plus xR[x] est 
un idCal bilatere non nul. 
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